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1. Ïðåäåë ôóíêöèè f (M) â òî÷êå M0

(ôóíêöèÿ u = f(M) m ïåðåìåííûõ îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå D ⊆ Rm )

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε,M0) > 0 : êàê òîëüêî 0 < ρ(M0,M) < δ (M ∈ D) ⇒
⇒ |f(M)− A| < ε. A = lim

M→M0

f(M).

2. Ïðè¼ìû âû÷èñëåíèÿ êðàòíûõ ïðåäåëîâ

à) lim
x→x0
y→y0

f(x, y) çàìåíà: x1 = x− x0, y1 = y − y0 lim
x1→0
y1→0

f(x, y).

á) Îöåíèòü ìîäóëü âûðàæåíèÿ ñâåðõó,

íàïðèìåð: lim
x→0
y→0

x2y
x2+y2 = 0 | x2y

x2+y2 | = |x||
xy

x2+y2 | ≤
|x|
2 → 0.

â) Èñïîëüçîâàíèå èçâåñòíûõ (íå)ðàâåíñòâ, íàïðèìåð : ab
a2+b2 ≤

1
2 .

ã) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïîäîáðàòü äâå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè òî÷åê.

ä) Ïåðåõîä ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì {x = r cosφ, y = r sinφ} (ïðåäåëû îò
ôóíêöèé 2-õ ïåðåìåííûõ).

å) Ñâåäåíèå ê âû÷èñëåíèþ ïðåäåëà îäíîé ïåðåìåííîé.

lim
x→1
y→−1

sin(x+y)
x+y = [t = x+ y] = lim

t→0

sin t
t = 1.

æ) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñóùåñòâîâàíèÿ ïðîâåðÿòü ñõîäèìîñòü ïðåäåëà
âäîëü ðàçíûõ ïðÿìûõ è êðèâûõ (y = kx, y = kx2 . . .).

è) Ïåðåõîä ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì x = r sin θ cosφ,
y = r sin θ sinφ, z = r cos θ (ïðåäåëû îò ôóíêöèé 3-õ ïåðåìåííûõ).

ê) Çàìåíà {x = r cosα, y = r cos β, z = r cos γ}
ïðè óñëîâèè cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1.

ë) Ôîðìóëà Òåéëîðà.

3. Íåïðåðûâíîñòü

u = f(x1, . . . , xm), M0 = (x0
1, . . . , x

0
m).

lim
M→M0

f(M) = f(M0); lim
M→M0

∆u(M0) = 0.(
∆u(M0) = f(M)− f(M0) = f(x0

1 + ∆x1, . . . , x
0
m + ∆xm)− f(x0

1, . . . , x
0
m)
)
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4. Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü

a) Îïðåäåëåíèå (äëÿ ôóíêöèè u= f(M) m ïåðåìåííûõ, îïðåäåëåííîé íà
ìíîæåñòâå D ⊆ Rm): ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε): ∀M1,M2 ∈ D ρ(M1,M2) < δ
âåðíî |f(M1)− f(M2)| < ε.

á) Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå (çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå)
⇒ ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì êîìïàêòå.

â) f(x1, . . . , xm) |f ′x1
| ≤ C . . . |f ′xm

| ≤ C ⇒ f - ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ.

ã) f(x, y) íåïðåðûâíà ïðè x2 + y2 ≥ a2 è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë
lim
x→∞
y→∞

f(x, y) = A⇒ f(x, y) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïðè x2 + y2 ≥ a2.

ä) f íåïðåðûâíà íà îãðàíè÷åííîì íåçàìêíóòîì ìíîæåñòâå D. f ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà D ⇔ å¼ ìîæíî íåïðåðûâíûì îáðàçîì äîîïðåäåëèòü íà çàìû-
êàíèå D.

å) f íå îãðàíè÷åíà â êàæäîé îêðåñòíîñòè M0 ⇒ f íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà êàæäîì ìíîæåñòâå, äëÿ êîòîðîãî M0 ïðåäåëüíàÿ òî÷êà.

æ) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé
íà ìíîæåñòâå D äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå:
∃ε > 0 ∀δ > 0 : ∃M1,M2 ∈ D ρ(M1,M2) < δ âåðíî |f(M1)−f(M2)| ≥ ε
(ïîäîáðàòü äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê, âûïîëíÿþùèå ýòî óñëîâèå).

5. ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

à) u = f(x1, . . . , xm)

f ′xk
(M) = ∂f(M)

∂xk
= lim

∆xk→0

∆xk
f(M)

∆xk
;

∆xk
f(M) = f(x1, . . . , xk + ∆xk, . . . , xm)− f(x1, . . . , xk, . . . , xm);

á) Äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y)

f ′x(x0, y0) = lim
∆x→0

f(x0+∆x,y0)−f(x0,y0)
∆x

f ′y(x0, y0) = lim
∆y→0

f(x0,y0+∆y)−f(x0,y0)
∆y .
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6. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü

à) Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xm) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M , åñëè

∆f(M) = A1∆x1 + · · ·+ Am∆xm + α1∆x1 + · · ·+ αm∆xm;

ρ =
√

∆x2
1 + · · ·+ ∆x2

m ⇒ α1∆x1 + · · ·+ αm∆xm = ō(ρ) ⇒
⇒ ∆f(M) = A1∆x1 + · · ·+ Am∆xm + ō(ρ).

á) Óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè (äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y))

∆f(x0, y0) = f ′x(x0, y0)∆x+ f ′y(x0, y0)∆y + ō(ρ)⇒
⇒ ō(ρ) = ∆f(x0, y0)− f ′x(x0, y0)∆x− f ′y(x0, y0)∆y;

∆f(x0, y0) = f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0)

⇒ lim
∆x→0
∆y→0

f(x0+∆x,y0+∆y)−f(x0,y0)−f ′
x(x0,y0)∆x−f ′

y(x0,y0)∆y√
∆x2+∆y2

= 0

.

7. Ïåðâûé äèôôåðåíöèàë

u = f(x1, . . . , xm)

à) df(M) = ∂f(M)
∂x1

dx1 + ∂f(M)
∂x2

dx2 + · · ·+ ∂f(M)
∂xm

dxm.

df(x, y) = f ′xdx+ f ′ydy.

á) Ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëîâ:

d(u± v) = du± dv; d(cu) = cdu; d(uv) = udv + vdu; d(uv ) = vdu−udv
v2 .

8. Äèôôåðåíöèàë n-îãî ïîðÿäêà

u = f(x1, . . . , xm), x1, . . . , xm - íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå.

dnf =
m∑

i1=1

m∑
i2=1

· · ·
m∑

in=1

∂nf
∂xi1

∂xi2
...∂xin

dx1dx2 . . . dxn

ñèìâîëè÷åñêàÿ óïðîù¼ííàÿ çàïèñü: dnf = ( ∂
∂x1
dx1 + · · ·+ ∂

∂xm
dxm)nf

z = f(x, y) d2z = z′′xxdx
2 + 2z′′xydxdy + z′′yydy

2

u = f(x, y, z) d2u = u′′xxdx
2 + u′′yydy

2 + u′′zzdz
2 + 2u′′xydxdy + 2u′′xzdxdz+

+2u′′yzdydz.
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9. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé ôóíêöèè
à) {x1 = x1(t1, . . . , tk), x2 = x2(t1, . . . , tk), . . . , xm = xm(t1, . . . , tk)}.
u = f(x1, . . . , xm)

d2u = d( ∂u
∂x1
dx1 + · · ·+ ∂u

∂xm
dxm) =

= d( ∂u
∂x1

)dx1 + · · ·+ d( ∂u
∂xm

)dxm + ∂u
∂x1
d2x1 + · · ·+ ∂u

∂xm
d2xm =

= ( ∂
∂x1
dx1 + · · ·+ ∂

∂xm
dxm)2u+ ∂u

∂x1
d2x1 + · · ·+ ∂u

∂xm
d2xm.

á)


∂u

∂t1
=

∂u

∂x1

∂x1

∂t1
+ · · ·+ ∂u

∂xm

∂xm
∂t1

· · ·
∂u

∂tk
=

∂u

∂x1

∂x1

∂tk
+ · · ·+ ∂u

∂xm

∂xm
∂tk

.

â) åñëè {x1 = x1(t1), x2 = x2(t1), . . . , xm = xm(t1)}, òî
du
dt = ∂u

∂x1

dx1

dt + · · ·+ ∂u
∂xm

dx1

dt .

ã) Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

F (u, x1, . . . , xm) u = u(x1, . . . , xm) dF
dxi

= ∂F
∂u

∂u
∂xi

+ ∂F
∂xi

i = 1,m

z = z(t, x, y), x = x(t), y = y(t) dz
dt = ∂z

∂t + ∂z
∂x

dx
dt + ∂z

∂y
dy
dt .

10. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ è ãðàäèåíò
a) u = f(x1, . . . , xm), M0 = (x0

1, . . . , x
0
m), ē = {e1, . . . , em}, |ē| = 1

∂f(M0)
∂ē = lim

l→0

f(x0
1+le1,...,x

0
m+lem)−f(x0

1,...,x
0
m)

l .

á) M0(x0, y0, z0), ē = {cosα, cos β, cos γ}
∂f(M0)

∂ē = ∂f(M0)
∂x cosα + ∂f(M0)

∂y cos β + ∂f(M0)
∂z cos γ.

â) grad f(M0) = {∂f(x0)
∂x1

, ∂f(x0)
∂x2

, . . . , ∂f(x0)
∂xm
}

∂f(x0)
∂ē =

(
grad f(M0), ē

)
, max

e

∂f(M0)
∂ē = |grad f(M0)|.
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11. Ôîðìóëà Òåéëîðà

à) u = f(x1, . . . , xm)

f(M) = f(M0) +
n∑

k=1

1
k!

(
(x1 − x0

1)
∂

∂x1
+ · · ·+ (xm − x0

m) ∂
∂xm

)k
f(M0) +Rn(M)

Ñ äèôôåðåíöèàëàìè: f(M) = f(M0) +
n∑

k=1

1
k!d

kf(M0) +Rn(M)

Rn(M) = 1
(n+1)!d

n+1f(x0
1 + θdx1, · · · , x0

m + θdxm) Rn(M) = ō(ρn).

á) Ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) äëÿ f(x, y) :

f(x, y) = f(x0, y0) +
+∞∑

i+j≥1

1
i!j!f

(i+j)
xiyj (x0, y0)(x− x0)

i(y − y0)
j.

12. Êàñàòåëüíàÿ è íîðìàëü ê ïëîñêîé êðèâîé

à) y = y(x) êàñàòåëüíàÿ: y − y0 = y′(x0)(x− x0);
íîðìàëü: y − y0 = − 1

y′(x0)(x− x0).

á) F (x, y) = 0 êàñàòåëüíàÿ: F ′x(x0, y0)(x− x0) + F ′y(x0, y0)(y − y0) = 0;
íîðìàëü: F ′y(x0, y0)(x− x0) + F ′x(x0, y0)(y − y0) = 0.

â)


x = x(t) êàñàòåëüíàÿ:

x− x0

x′t(t0)
=
y − y0

y′t(t0)

(
y′x(x0) =

y′t(t0)

x′t(t0)

)
;

y = y(t) íîðìàëü:
x− x0

y′t(t0)
=

y − y0

−x′t(t0)
.

13. Êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ è íîðìàëüíàÿ
ïëîñêîñòü ê ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé

à)


x = x(t)

y = y(t)

z = z(t)

êàñàòåëüíàÿ: x−x0

x′
t(t0) = y−y0

y′t(t0) = z−z0
z′t(t0) ;

íîðìàëüíàÿ ïëîñêîñòü: x′t(t0)(x− x0) + y′t(t0)(y − y0) + z′t(t0)(z − z0) = 0.

á) çàäàíèå êðèâîé:

{
F (x, y, z) = 0

G(x, y, z) = 0

êàñàòåëüíàÿ:

{
F ′x(M0)(x− x0) + F ′y(M0)(y − y0) + F ′z(M0)(z − z0) = 0

G′x(M0)(x− x0) +G′y(M0)(y − y0) +G′z(M0)(z − z0) = 0
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íîðìàëüíàÿ ïëîñêîñòü:

∣∣∣∣∣∣
x− x0 y − y0 z − z0

F ′x F ′y F ′z
G′x G′y G′z

∣∣∣∣∣∣ = 0.

14. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü è íîðìàëüíàÿ
ïðÿìàÿ ê ïîâåðõíîñòè

à)z = f(x, y), M0(x0, y0, z0)
êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü: z − z0 = f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y0)(y − y0);

íîðìàëüíàÿ ïðÿìàÿ: x−x0

f ′
x(x0,y0) = y−y0

f ′
y(x0,y0) = z−z0

−1 .

á)F (x, y, z) = 0
êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü: F ′x(M0)(x−x0)+F ′y(M0)(y−y0)+F ′z(M0)(z−z0) = 0;

íîðìàëüíàÿ ïðÿìàÿ: x−x0

F ′
x(M0) = y−y0

F ′
y(M0) = z−z0

F ′
z(M0) .

â)


x = x(u, v)

y = y(u, v)

z = z(u, v)

A =

∣∣∣∣∂y∂u ∂z
∂u

∂y
∂v

∂z
∂v

∣∣∣∣ B =

∣∣∣∣∂z∂u ∂x
∂u

∂z
∂v

∂x
∂v

∣∣∣∣ C =

∣∣∣∣∂x∂u ∂y
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∣∣∣∣
êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü: A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0;

íîðìàëüíàÿ ïðÿìàÿ: x−x0

A = y−y0
B = z−z0

C .

15. Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû

u = f(x1, . . . , xm)

à) Íåîáõîäèìîå óñëîâèå: ∂f(M0)
∂xi

= 0 i = 1,m.

á) 1-îå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (çíàê 2-îãî äèôôåðåíöèàëà):
1) d2f(M0) < 0 M0 − ñòðîãèé ìàêñèìóì;
2) d2f(M0) > 0 M0 − ñòðîãèé ìèíèìóì;
3) çíàê d2f(M0) íå îïðåäåë¼í - âM0 íåò ýêñòðåìóìà;
4) d2f(M0) = 0, èëè d2f(M0) ≥ 0, èëè d2f(M0) ≤ 0 íåïîíÿòíî, íóæíû äîï.

èññëåäîâàíèÿ.

â) Çíàê n-îãî äèôôåðåíöèàëà df(M0) = . . . = dn−1f(M0) = 0
1) n-íå÷¼ò. â M0 íåò ýêñòðåìóìà;
2) n-÷¼ò. dnf(M0) < 0 M0−ñòðîãèé ìàêñèìóì; dnf(M0) > 0 M0− ñòðî-

ãèé ìèíèìóì.
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ã) 2-îå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà)

1) f(x, y) D1 = f ′′xx D2 =

∣∣∣∣f ′′xx f ′′xy
f ′′yx f ′′yy

∣∣∣∣
1.1) D1 > 0, D2 > 0 M0 - ñòðîãèé ìèíèìóì;
1.2) D1 < 0, D2 > 0 M0 - ñòðîãèé ìàêñèìóì;
1.3) D2 < 0 âM0 íåò ýêñòðåìóìà;
1.4) D2 = 0 íóæíû äîï. èññëåäîâàíèÿ.

2) f(x, y, z) D1 = f ′′xx, D2 =

∣∣∣∣f ′′xx f ′′xy
f ′′yx f ′′yy

∣∣∣∣ , D3 =

∣∣∣∣∣∣
f ′′xx f ′′xy f ′′xz
f ′′yx f ′′yy f ′′yz
f ′′zx f ′′zy f ′′zz

∣∣∣∣∣∣
2.1) D1 > 0, D2 > 0, D3 > 0 M0 - ñòðîãèé ìèíèìóì;
2.2) D1 < 0, D2 > 0, D3 < 0 M0 - ñòðîãèé ìàêñèìóì;
2.3) íå 2.1 è íå 2.2 è D3 6= 0 M0 - ñåäëîâàÿ òî÷êà (íåò ýêñòðåìóìà);
2.4) D3 = 0 íóæíû äîï. èññëåäîâàíèÿ.

ä) Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
M0 − íåñòðîãèé ìàêñèìóì⇔ ∆f(M0) ≤ 0;
M0 − íåñòðîãèé ìèíèìóì⇔ ∆f(M0) ≥ 0.

16. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè îäíîçíà÷íî
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè îäíîé
(äâóõ) ïåðåìåííûõ, çàäàííîé ÿâíî

1) F (x, y) îáíóëÿåòñÿ â òî÷êå M0(x0, y0).
2) F (x, y) è F ′y(x, y) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0.
3) F ′y(x0, y0) 6= 0.
Òîãäà â îêðåñòíîñòè x0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îäíîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ y = f(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ F (x, y) = 0 è y0 = f(x0).
4) Åñëè åù¼ F (x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(x0, y0), òî

y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè x0 è
∂F
∂x + ∂F

∂y
dy
dx = 0 dy

dx = −F ′
x

F ′
y

Ïóñòü äëÿ F (x, y, z) âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû, òîãäà ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ z = f(x, y), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
F (x, y, z) = 0 è z0 = f(x0, y0).

Ïðè ýòîì ∂z
∂x = −F ′

x

F ′
z
, ∂z

∂y = −F ′
y

F ′
z
.
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17. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ñèñòåìû íåÿâíûõ
ôóíêöèé

Äàíà ñèñòåìà: {Fi(x1, . . . , xm; y1, . . . , yn) i = 1, n

1) Ôóíêöèè èç ñèñòåìû îáíóëÿþòñÿ â M0(x
0
1, . . . , x

0
m; y0

1, . . . , y
0
n).

2) Ôóíêöèè èç ñèñòåìû äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè M0.
3) Ôóíêöèîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü (ÿêîáèàí) íå îáíóëÿåòñÿ â òî÷êå

M̄0(x
0
1, . . . , x

0
m) : ∂(F1,...,Fn)

∂(y1,...,yn) =

∣∣∣∣∣∣
∂F1

∂y1
. . . ∂F1

∂yn
. . . . . . . . .
∂Fn

∂y1
. . . ∂Fn

∂yn

∣∣∣∣∣∣
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé (â

îêðåñòíîñòè M0) yi = fi(x1, . . . , xm), i = 1, n; fi(x
0
1, . . . , x

0
m) = y0

i , i = 1, n.
m∑
j=1

∂Fi

∂xj
dxj +

n∑
k=1

∂Fi

∂xk
dxk = 0, i = 1, n;

n∑
k=1

∂Fi

∂yk

∂yk
∂xj

+ ∂Fi

∂xj
= 0, i = 1, n, j = 1,m.

18. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì è ìåòîä Ëàãðàíæà

ôóíêöèÿ u = f(x1, . . . , xm)
F1(x1, . . . , xm) = 0

. . .

Fn(x1, . . . , xm) = 0

óðàâíåíèÿ ñâÿçè.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà: L(x1, . . . , xm;λ1, . . . , λn) = f + λ1F1 + · · ·+ λnFn

λ1, . . . , λn - ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà

1) Íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà:



L′x1
= 0

. . .

L′xm
= 0

F1 = 0

. . .

Fn = 0
2)Äëÿ íàéäåííûõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

(äëÿ ôóíêöèè f(x)).
3)Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ óðàâíåíèÿ ñâÿçè, ìîæíî ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü

ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè dx1, . . . , dxm è âûðàçèòü ÷àñòü èç íèõ ÷åðåç äðóãèå.
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